
Statistiques non paramétriques
Rappels
Proposition (Inégalité de Hoffding). Soient 𝑌1, … , 𝑌𝑛
indépendants, ∀𝑖𝑎𝑖 ≤ 𝑌𝑖 ≤ 𝑏𝑖 p.s.

ℙ(
𝑛

∑
𝑖=1

(𝑌𝑖 − 𝔼[𝑌𝑖]) > 𝜆) ≤ 𝑒
− 2𝜆2

∑𝑛
𝑖=1(𝑏𝑖−𝑎𝑖)

Proposition (Inégalité de Mill).

ℙ(|𝑍| > 𝑡) ≤ 1
𝑡

√ 2
𝜋

𝑒− 𝑡2
2

Tests non paramètriques
Test du signe
Soient 𝑈1, … , 𝑈𝑛 et 𝑉1, … , 𝑉𝑛 deux échantillons de même
tailles. 𝑋𝑖 = 𝑈𝑖 − 𝑉𝑖 et on suppose
∀𝑥 ∈ ℝℙ(𝑈𝑖 = 𝑥) = ℙ(𝑉𝑗 = 𝑥) = 0 ( Propriété de diffusivité )

Proposition. Sous 𝐻0 = U et V ont même distribution la
distribution des 𝑋𝑖 est symétrique i.e
ℙ(𝑋𝑖 ≤ 0) = ℙ(𝑋𝑖 ≥ 0) = 1

2 .
La statistique de test est :

ℎ(𝑋1, … , 𝑋𝑛) =
𝑛

∑
𝑖=1

1𝑋𝑖≤0 ∼ Bin(𝑛, 1
2

)

Le test est alors : ℙ(𝜙(𝑋) = 1) = ℙ(| ∑𝑛
𝑖=1 1𝑋𝑖≤0 − 𝑛

2 | > 𝑘) où 𝑘
le plus petit possible tel que ℙ(𝜙(𝑋) = 1) ≤ 𝛼

Test de Wilcoxon
Soit 𝑅|𝑋| le vecteur rang associé à |𝑋|.

𝑊 +
𝑛 =

𝑛
∑
𝑖=1

𝑅|𝑋|(𝑖)1𝑋𝑖>0

Théorème. Sous 𝐻0 et l’hypothése de diffusivité :
• 𝑊 +

𝑛 et 𝑊 −
𝑛 ont la même distribution et leur loi ne

dépend pas de la loi de 𝑋

• 𝔼[𝑊 +
𝑛 ] = 𝑛(𝑛+1)

4 et Var[𝑊 +
𝑛 ] = 𝑛(𝑛+1)(2𝑛+1)
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• 𝑊+
𝑛−𝔼[𝑊+

𝑛 ]
√Var[𝑊+

𝑛 ]
→ 𝒩(0, 1)

Test de Mann-Whitney
Soient 𝑈 et 𝑉 deux échantillons de loi diffuses,
|𝑈| = 𝑛 ≠ 𝑝 = |𝑉 | , 𝐹 la fonction de repartition de 𝑈 et 𝐺 celle
de 𝑉.
Soit 𝐻0 ∶ 𝐹 = 𝐺.
𝑈1, … , 𝑈𝑛 → 𝑅1, … , 𝑅𝑛 vecteurs des rangs dans
(𝑈1, … , 𝑈𝑛, 𝑉1, … , 𝑉𝑝) et 𝑉1, … , 𝑉𝑛 → 𝑆1, … , 𝑆𝑛

• Σ1 = 𝑅1 + ⋯ + 𝑅𝑛

• Σ2 = 𝑆1 + ⋯ + 𝑆𝑛

• 𝑛(𝑛+1)
2 ≤ Σ1 ≤ 𝑛𝑝 + 𝑛(𝑛+1)

2

• 𝑝(𝑝+1)
2 ≤ Σ2 ≤ 𝑛𝑝 + 𝑝(𝑝+1)

2

• Sous 𝐻0, 𝔼[𝑅𝑖] = 𝔼[𝑆𝑗] = 𝑛+𝑝+1
2

• Sous 𝐻0, Var[𝑅𝑖] = Var[𝑆𝑗] = (𝑛+𝑝)2−1
2

• Sous 𝐻0, 𝔼[Σ1] = 𝑛(𝑛+𝑝+1)
2 et 𝔼[Σ2] = 𝑝(𝑛+𝑝+1)

2

• Sous 𝐻0, 𝑅𝑖 ∼ 𝑆𝑗 ∼ 𝒰(1, … , 𝑛 + 𝑝)

Proposition. Soient 𝑊𝑋 = Σ1 − 𝑛(𝑛+1)
2 et 𝑊𝑌 = Σ2 − 𝑝(𝑝+1)

2

1. 𝑊𝑌 = nombre de paires (𝑈𝑖, 𝑉𝑗)/𝑈𝑖 < 𝑉𝑗

2. 𝑊𝑋 + 𝑊𝑌 = 𝑛𝑝

3. Sous 𝐻0 ; 𝑊𝑋 et 𝑊𝑌 symetriques par rapport à 𝑛𝑝
2

4. Sous 𝐻0 ; 𝑊𝑋 ∼ 𝑊𝑌

Théorème. Les lois de 𝑊𝑋 et 𝑊𝑌 ne dépendent pas des 𝑈𝑖 et
𝑉𝑗 sous 𝐻0.

𝑊𝑋 − 𝔼[𝑊𝑋]
√Var𝑊𝑋

→ 𝒩(0, 1)

Estimation de la fonction de répartition
Proposition. Soit 𝐹𝑛(𝑥) = 1

𝑛 ∑𝑛
𝑖=1 1𝑋𝑖≤𝑥,

∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑛𝐹𝑛(𝑥) ∼ Bin(𝑛, 𝐹(𝑥))

∀𝑥 ∈ ℝ,
√

𝑛(𝐹𝑛(𝑥) − 𝐹(𝑥)) → 𝒩(0, 𝐹(𝑥)(1 − 𝐹(𝑥)))

Théorème (Glivenko-Cantelli).

lim
𝑛→∞

‖𝐹𝑛 − 𝐹‖ = 0p.s

Définition (Inverse généralisée).

∀𝑞 ∈ [0, 1]; 𝐹 (−1)(𝑞) = inf{𝑥 ∈ ℝ; 𝐹(𝑥) ≥ 𝑞}

Proposition. • Si 𝐹 inversible, 𝐹 (−1) = 𝐹 −1

• 𝐹 (−1) croissante

• ∀𝑥 ∈ ℝ; 𝐹(𝑥) ≥ 𝑞 ⇔ 𝑥 ≥ 𝐹 (−1)(𝑞)

• Si 𝑈 ∼ 𝒰(0, 1) alors 𝐹 (−1)(𝑢) ∼ est de fonction de
répartition 𝐹

• Si 𝐹 admet 𝐹 comme fonction de répartition alors
𝐹(𝑍) ∼ 𝒰(0, 1)

Estimation des quantiles
Définition (Quantile d’ordre 𝛽). Pour 𝛽 ∈ [0, 1] on appelle
quantile d’ordre 𝛽 : 𝑞𝛽 = 𝐹 (−1)(𝛽)

Définition (Quantile empirique). ̂𝑞𝛽;𝑛 = 𝑋⌈𝑛𝛽⌉ où
⌈𝑢⌉ = min{𝑛 ∈ ℕ; 𝑛 ≥ 𝑢}
On remarque que ̂𝑞𝛽;𝑛 = 𝐹 (−1)

𝑛 (𝛽)

Théorème. Soit 𝛽 ∈]0, 1[. On suppose que 𝐹 est strictement
croissante au voisinage de 𝑞𝛽 alors : ̂𝑞𝑛,𝛽 → 𝑞𝛽 p.s.

Test d’ajustement à une loi ou famille
de loi
Test de Kolmogorov
ℎ𝑛(𝑋; 𝐹0) = ‖𝐹𝑛 − 𝐹0‖∞
Objectif : test de 𝐹 = 𝐹0 contre 𝐹 ≠ 𝐹0

Théorème. • Si 𝐹0 continue, ∃𝜉𝑛,𝛼 ne dépendant que de
𝑛 et 𝛼 tel que sous 𝐻0, ℙ(ℎ𝑛(𝑋, 𝐹0) ≥ 𝜉𝑛,𝛼 = 𝛼

• Si 𝐹0 pas continu sous 𝐻0, il y a inégalité.
Soit la bande de confiance :

𝐵(𝑛, 𝛼) = {𝐺c.d.f | ‖𝐹𝑛 − 𝐺‖∞ ≤ 𝜉𝑛,𝛼}

Théorème.

ℙ(𝐹 ∈ 𝐵(𝑛, 𝛼)) ≥ 1 − 𝛼

Ajustement à la famille exponentielle
Soit ℎ𝑛(𝑋, 𝐹0) = ‖𝐹𝑛 − 𝐹𝜆̂‖∞ avec ̂𝜆𝑛 = 1

𝑋̄𝑛
l’e.m.v.

Théorème. Sous 𝐻0 la loi de ℎ𝑛(𝑋) est libre de 𝜆.

Test d’homogénéité de Kolmogorov-Smirnov
On observe 𝑋 = (𝑋1, … , 𝑋𝑛) et 𝑌 = (𝑌1, … , 𝑌𝑚) de c.d.f 𝐹 et
𝐺. Soit 𝐻0 = {𝐹 = 𝐺} et 𝐻1 = ̄𝐻0
Soit ℎ𝑛,𝑚(𝑋, 𝑌 ) = ‖𝐹𝑛 − 𝐺𝑚‖∞

Théorème. Sous 𝐻0 ; 𝐻𝑛,𝑚(𝑋) ne dépend pas de 𝐹 et 𝐺 si
elles sont continues.

Estimateurs à noyau
Risque quadratique ponctuel
On appelle éspace de Hölder :
Σ(𝛽, 𝐿) = {𝑓||𝑓⌈𝛽⌉(𝑥) − 𝑓⌈𝛽⌉(𝑦)| < 𝐿|𝑥 − 𝑦|⌈𝛽⌉−𝛽}
Soit 𝑅( ̂(𝑓)𝑛, 𝑓) = 𝔼[‖ ̂(𝑓)𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)‖]

Définition. On appelle estimateur à noyau de 𝑓 :

̂𝑓𝑛 = 1
𝑛ℎ

𝑛
∑
𝑖=1

𝐾 ( 𝑋𝑖 − 𝑥
ℎ

)

avec 𝐾 tel que ‖𝐾‖ = 1 et 𝐾 symmetrique.

Proposition. Si 𝑓 est bornée alors Var( ̂𝑓𝑛(𝑥)) ≤ ‖𝑓‖∞‖𝐾‖2
𝑛ℎ

Définition. Soit 𝑙 ∈ ℕ∗. On dit que 𝐾 est d’ordre 𝑙 si :
• 𝑢 → 𝑢𝑗𝐾(𝑢) ∈ ℒ1 ∀𝑗 ∈ [|1, 𝑙|]

• ∫+∞
−∞ 𝑢𝑗𝐾(𝑢) d𝑢 = 0

Proposition. Si 𝑓 ∈ Σ(𝛽, 𝐿) avec 𝛽 > 0 , 𝐿 > 0 et 𝐾 noyau
d’ordre 𝑙 = ⌊𝛽⌋ tel que ∫+∞

−𝑛𝑓𝑡𝑦|𝑢|𝛽|𝐾(𝑢)| d𝑢 < ∞ alors :

|𝔼[ ̂𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)]| ≤ 𝐿ℎ𝛽

𝑙!
∫

+∞

−∞
|𝑢|𝛽|𝐾(𝑢)| d𝑢



Théorème. Soit 𝐾 noyau d’ordre ⌈𝛽⌉ tel que ‖𝐾‖𝐿2 < ∞ et
‖𝑢𝛽𝐾(𝑢)‖𝐿1 < ∞. Alors en choisissant ℎ = 𝐶𝑛− 1

2𝛽−1 on

obtient 𝑅( ̂𝑓𝑛(𝑥0) = sup𝑓∈Σ(𝛽,𝐿) 𝔼[| ̂𝑓𝑛(𝑥0) − 𝑓(𝑥0)|2] ≤ 𝐶𝑛− 2𝛽
2𝛽−1

Proposition. Soit (Φ𝑛) bases des polynomes de Legendres.
𝐾 ∶ 𝑢 → ∑𝑙

𝑛=0 Φ𝑛(0)Φ𝑛(𝑢)1|𝑢|≤1 noyau d’ordre 𝑙

Théorème. Soit

𝑅̂ = ‖ ̂𝑓𝑛‖2
2 − 2

𝑛(𝑛 − 1)

𝑛
∑
𝑖=1

𝑛
∑

𝑗=1,𝑗≠𝑖

1
ℎ

𝐾(
𝑋𝑖 − 𝑋𝑗

ℎ
)

𝔼[𝑅̂] = 𝑅 − ‖ ̂𝑓‖2
2

Pour choisir ℎ on minimise 𝑅̂.

Régression non paramétrique
Théorème (Estimateur de Nadaraya-Watson). On pose :

̂𝑓𝑋(𝑥) = 1
𝑛ℎ

𝑛
∑
𝑖=1

𝐾 ( 𝑋𝑖 − 𝑥
ℎ

)

̂𝑓(𝑥, 𝑦) = 1
𝑛ℎ2

𝑛
∑
𝑖=1

𝐾 ( 𝑋𝑖 − 𝑥
ℎ

) 𝐾 ( 𝑌𝑖 − 𝑥
ℎ

)

̂𝑟(𝑥) = ∫ 𝑦
̂𝑓(𝑥, 𝑦)
̂𝑓𝑋(𝑥)

d𝑦

Proposition. Si 𝐾 d’ordre 1 :

̂𝑟(𝑥) =
∑𝑛

𝑖=1 𝑌𝑖𝐾 ( 𝑋𝑖−𝑥
ℎ )

∑𝑛
𝑖=1 𝐾 ( 𝑋𝑖−𝑥

ℎ )
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