Statistiques non paramétriques

Rappels

Proposition (Inégalité de Hoffding). Soient Y7, ...
indépendants, Via; <Y; < b, p.s.

’Yn

n — 222
POY_(¥; —E[Yi]) > A) S e Zmalied
i=1

Proposition (Inégalité de Mill).

1 [2 e
P(Z|>t) < =/ =e T
tV

Tests non parameétriques
Test du signe

Soient Uy, ..., U, et Vi, ..., V,, deux échantillons de méme
tailles. X; = U; — V; et on suppose
vz € RP(U; = ) = P(V; = z) = 0 ( Propriété de diffusivité )

Proposition. Sous Hy = U et V ont méme distribution la
distribution des X; est symétrique i.e

P(X; <0)=P(X; >0)=1.

La statistique de test est :

n
. 1
h(Xh ] Xn) = Z]IXiSO ~ Bln(nz 5)
i=1
Le test est alors : P(¢(X) =1) =P(| X7 L1x,<0— 5| > k) ou k
le plus petit possible tel que P(¢(X)=1) < «

Test de Wilcoxon

Soit R|x| le vecteur rang associé a [ X|.

n
Wi => Ry (i)l
i=1
Théoreme. Sous H et ’hypothése de diffusivité :

o Wt et W, ont la méme distribution et leur loi ne
dépend pas de la loi de X

. [E[W;{] _ n(n4+1) et Var[Wf{] _ n(n+12)512n+1)

o WitEWa] _, 5v(0, 1)
Var[W,h] ’

Test de Mann-Whitney

Soient U et V deux échantillons de loi diffuses,

U =n+#p=1|V|, Fla fonction de repartition de U et G celle
de V.

Soit Hy : F' = G.

Ui,...,U, = Ry, ..., R, vecteurs des rangs dans

Uy s Uy, Vi o, V) et Vi, o,V = 81500, S,

« S =R, +-+R,
. S, =8 ++8,

o 'rL(7L2+1) < 21 <np+ 7L(n2+1)

. p(p;l) <, <np+ P(p2+1)

» Sous Hy, E[R;] = E[S,] = %PH

» Sous H,, Var[R;] = Var[S;] = %
« Sous Hy, E[,] = 2etl) o f[x,] = 2ntptl)

e Sous Hy, R; ~S; ~U(1,...,n+p)

p(p+1)

. . 1

Proposition. Soient Wy =3, — % et Wy =%, —

1. Wy = nombre de paires (U;, V;)/U; <V

2. Wx +Wy=np

3. Sous Hy; Wy et Wy symetriques par rapport a %

4. Sous Hy; Wx ~ Wy
Théoréme. Les lois de Wy et Wy ne dépendent pas des U, et
V; sous H,.

Wx —EWy]

/VarWy

Estimation de la fonction de répartition
Proposition. Soit F,(z) = £ 3" | 1x, <4
Vz € R,nF, (z) ~ Bin(n, F(x))

— N(0,1)

Va € R, Vn(F,(z) — F(z)) = N(0, F(z)(1 - F(z)))
Théoréme (Glivenko-Cantelli).

Jim |[F, — F| = Op.s

Définition (Inverse généralisée).
Vg €[0,1]; FV(q) = inf{x € R; F(z) > q}

Proposition. o Si F inversible, F(-1) = p~!

o FOU croissante

¢« VZER;F(z)>qe x> FY(q)

o SilU~U(0,1) alors F(Y(u) ~ est de fonction de
répartition F

o Si F admet F comme fonction de répartition alors
F(Z)~U(0,1)

Estimation des quantiles

Définition (Quantile d’ordre 8). Pour 8 € [0, 1] on appelle
quantile d’ordre 8 : q3 = FED0)

Définition (Quantile empirique). Gg,, = X5 0ot
[u] = min{n € N;n > u}
On remarque que qg,, = Fffl)(,B)

Théoréme. Soit 5 €]0,1[. On suppose que F est strictement
croissante au voisinage de a3 alors : (}n,ﬂ — qg p-S.

Test d’ajustement a une loi ou famille
de loi

Test de Kolmogorov
Objectif : test de F' = F|, contre F' # F|

Théoréme. e Si Fy continue, 3, , ne dépendant que de
n et a tel que sous Hy, P(h, (X, Fy) > &, , =

o Si Fy pas continu sous Hy, il y a inégalité.
Soit la bande de confiance :

B(”v a) = {GCdf ‘ ”Fn - GHOO < gn,a}
Théoréme.
P(Fe B(n,a)>1—«

Ajustement a la famille exponentielle
Soit h,, (X, Fy) = ||F},, — F} o avec X, = % le.m.v.

Théoréme. Sous Hy la loi de h, (X) est libre de X.

Test d’homogénéité de Kolmogorov-Smirnov

On observe X = (X4,...,X,,) et Y =(Y7,..,Y,,) de c.d.f Fet
G. Soit Hy={F =G} et H; = H
Soit hn,m(Xv Y) = ”Fn - Gm”oo

Théoréme. Sous Hy; H, ,,(X) ne dépend pas de F et G si
elles sont continues.

Estimateurs a noyau

Risque quadratique ponctuel

On appelle éspace de Hélder :
28, L) = {fI£171(2) = [P ()| < Llz —y|71-0}
Soit R((f)n, ) = Ell(f)n(@) — f(2)]]

Définition. On appelle estimateur a noyau de f :
2 1 & X, —z
- K22
In nh Z ( h )
=1
avec K tel que |K|| =1 et K symmetrique.

. . p : K
Proposition. Si f est bornée alors Var(f,(z)) < W

Définition. Soit [ € N*. On dit que K est d’ordre | si :
e u—uwK(u)e L Vjie1,l
+oo 4 _
. LOO w K(u)du =0

Proposition. Si f € 3(8,L) avec >0, L >0 et K noyau
d’ordre I = | B] tel que Ltbofotym\ﬁ\K(u)\ du < oo alors :

-~ B ptoo
B () — f@ll < 20 [l K ) du



Théoréme. Soit K noyau d’ordre [B] tel que | K| 2 < oo et

1
[uP K (u)| 1 < oo. Alors en choisissant h = Cn” 28-1 on

. 3 r - 2ﬁ
obtient R(fn(‘ro) = Supfeg(/g’L) [E[‘fn(mo) - f(10)|2} <Cn 261

Proposition. Soit (®,,) bases des polynomes de Legendres.

K:u— Z;:o ©,(0)®,,(w)l, <1 noyau d’ordre |

Théoréme. Soit

R=1f.3--

i=1 j=1,j%#i
E[R] = R—|f|3

(n%)z 2 K

Pour choisir h on minimise R.

Régression non paramétrique

Théoréme (Estimateur de Nadaraya-Watson). On pose :

fx(x):%g.l{()(ih_z)

fla,y) = nii;K(Xih‘””)K(Yi;I)

Proposition. Si K d’ordre 1 :

X —
Y YK (ST

z) =

)

Y K (55
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